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I) Definition

I)Unite daire u.a

Le plan est munmi1 d’un repere orthogonal
(0,7,7).I’unité d’aire notée u.a est ’aire du
rectangle de dimension ||t]| et ||7]]
lu.a = ||7]| x [|jllcm?

Exemples
(0,1, ])un repére orthogonal
[7]l = Lemeet [|j]| = 2Zem

lu.a = 1lcm X 2cm = 2cm?
=.(0,1,))un repére orthogonal
[7]l = 2cm et [|j]| = 2Zem

lu.a = 2cm X 2cm = 4cm?

2)Integrale d’une fonction continue et
positive

Deéfinition

Le plan est muni d’un repere orthogonal
(0,1,
Soit f une fonction continue et positive sui
un intervalle|a, b| .

On appelle integrale de £ de a a b et on note

f; f(x)dxl’aire en u.a de la partie du plan

delimitée par la courbe représentative de
J1’axe des abscisses(0, 1) et les droites
d’¢équations x =aetx =0b

a () b

Exemple
Soit { la fonction lineaire definie sur R par

flx)=x

On designe par Cr la courbe representative

de f dans un repére orthonormé (0,7,] )
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f est une fonction continue et positive sur
I’intervalle|0,2] .

Soit A 1’aire en u.a de la partie du plan
delimitee par la courbe représentative de
J1’axe des abscisses(0, 1) et les droites
d’¢quations x =0 et x = 2

Ona: A = 2u.al’awre du triangle

donc foz f(x)dx = foz xdx = 2

3)Integrale d’une fonction continue
a) propriétée

Soit f une fonction continue sur un

intervalle 1

S1 I et G sont deux primitives de { sur |
alors pour tous réelsactbdelona:

G(b) — G(a) = F(b) — F(a)
Démonstration :
F et G sont deux primitives de f sur I alors

pour tout x €l ona G(x) =F(x)+ C

avec C € R donc :
G(b)— G(a)=F(b)+C—F(a)—C
= F(b) — F(a)
b) Définition
Soit f une fonction continue sur un
intervallel , a et b deux reels de I et F une
primitive de fsur I .
On appelle intégrale de f de a a b et on note

[ f(x)dx Jle réel F(b) — F(a)

on écrit f;f(x)dx = F(b) — F(a)
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c)Notations et vocabulaires

# Lorsque a < b le reel f; f(x)dx est
appelé intégrale de fsur |a, b]
# Dans 1’écriture f: f (x)dx,on peut

remplacer la lettre x par n’importe quelle
lettre et on peut ecrire

fi, f@dx = [} f(©)dt = [, f(y)dy
On dit que x est une variable muette.
# Dans I’écriture f; f(x)dx
a et b sont appelés les bornes d’integration
et X est la variable d’intégration
® On ecrit :
fo fG)dx = [F(O]; = F(b) - F(a)
L’expression [F (x)]g se it

& F(x)pris entre a et b >
= [’ f(x)dx = F(b) — F(a) ne dépend

pas de la fonction primitive choisie F
Exemples

l)Calculer [ f(x)dx avec fla fonction

linéaire définie sur R par f(x) = x
#"La fonction F definie sur R par

F(x) = %xzest une primitive de f sur R
OnaF(0) = 0 et F(2) =-2% =2
alors F(2) —F(0)=2—-0 =2
donc [ f(x)dx = [ xdx = [F(x)]3

= F(2) — F(0) =2
2)Calculer f_33 f(x)dx avec f la fonction

définie sur R par f(x) = x3
®~La fonction F definie sur R par

1 L.
F(x) = =x*est une primitive de fsur R
4

donc ", f(x)dx = [F(x)]2,

= F(3) — F(-3)
Or F(3) =-3* ==
et F(—3) = i(—f%)4 = % donc
F(3) — F(—3)= % — %1 =

D’ou f_33x3dx =0

ExerciceN°I
Soit { la fonction affine definie sur R par
f(x)=2x+1
On designe

par Cr la
courbe 51
representative
de f dans un
repere
orthonorme
(0,5,])

Calculer

[ f(x)dx

par deux

methodes
ExerciceN"2
Calculer les integrales suivantes

) I = f03(5x4 — x> — 2)dx
P) I = ff\/;dx
3) 1= [, —dx

4 1= [°(3x*+ 1) +x — 2)dx
5) I = f;_; cos(t) sin’(t)dt

1 2x°
S fO Vi1+x? =

I11) Propriétés et Théoreme

1) Propriétés

Soit f une fonction continue sur un
intervalle I , a.b et ¢ des réels de 1

(P faaf(x)dx =0
Py: fbaf(x)dx = — f:f(x)dx

P,: Relation de Chasles

j:f(x)dx 4~ fcbf(x)dx = Lbf(x)dx

2)Theoreme(linéarite)

Soit f et g deux fonctions continues sur

un intervallel|a, b

< [7(f(x) + g())dx = [ f(x)dx +

[ g(x)dx

b b
« [ kf()dx = k [ f(x)dx Pour tout
réel k

NIV
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Démonstration :
1)f est une fonction continue sur / alors {

admet au moins une primitive F sur I
a,b et ¢ des réels de |

@Dfaaf(x)dx = F(a) —F@) =0

= [* f(x)dx = [F(x)]} = F(a) — F(b)
= —[F(b) — F(a)]
b
- f f(x)dx
= [° f(x)dx = [F(0))E = F(b) — F(a)

= F(b) — F(c) + F(c) — F(a)
= [F(c) — F(a)] + [F(b) — F(Cb)]

= j:f(x)dx +fc f(x)dx

2) = F est une primitive de f sur I et G est
une primitive de g sur I alors

La fonction F+G est une primitive de f+ g
sur [ donc

;) (f@) + g(x)) dx
= [(F+G))] - [(F+6)@)]
= [F(b) + G(b)| — [F(a) + G(a)]

= F(b) + G(b) — F(a) — G(a)
= F(b) — F(a) + G(b) — G(a)

= Lbf(x)dx +- ng(x)dx

® La fonction KF est une primitive de ki
sur I donc [ kf (x)dx = [(kF)(x)]2
= (kF)(b) — (kF)(a)
=k.F(b) — k.F(a)

=t kfbf(x)dx

ExerciceN°3
1) Soit { la fonction définie sur R par

fx) = (sz)g

a) Déterminer une primitive F de fsur R

1 2x
b) Calculer I = fo (1+x2)3 dx
3
2)On considere | = f (1+x2)3 dx
a) Calculer I+J
b) En déduire J

1
% /\%CES 0 1+x2de .
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III) Inteorales et inegalites

1)Positivite de l'integrale

o1t f une fonction continue sur un
intervalle [a, b}
Si fest positive sur [a, b]

alors f; f(x)dx =0

Démonstration :
Soit F une primitive de f sur |a, b| alors F

est dérivable sur|a,blet F'(x) = f(x) = 0
donc F est croissante sur |a, b]

Ona:a < balors F(a) < F(b) donc
F(b) —F(a) = 0

2)Corollaires

Corollairel
Soit f une fonction continue sur un

intervalle |a, b] aveca < b
S1 f est positive et ne s’annule qu’en un
nombre fini de réels de [a, b]

b
alors | " f(x)dx >0
Corollatre

Soit {,g et h trois fonctions continues
sur |a, b] .
Sih(x) < f(x) < g(x) pour tout

€ |a, b| alors

[7h(x)dx < [ f(x)dx < [ g(x)dx

orollaire
S1 f est une fonction continue sur |a, b]

| < f;|f(x)‘dx

b
alors
a

Exemple

< <
Montrer que - fo —dx <1

& Soit f la fonction définie sur[0,1] par

f(x) B 1+x2
Pourtoutx € [0,1]ona: 0 <x <1

alors 0 < x? <1d0n01<1+x2S2
1

fest continue sur |0,1]

et par suite - - < < 1 alors d’apres

2 1+x2_
corollaire2: f dx < fo . dx < f 1dx
1 1____ 1
Ozdx_[z *lo =3 0_2

tfolldx= x]}=1-0=1

1 1




3)Valeur moyenne
Soit f une fonction continue sur |a, b]

On appelle valeur moyenne de f sur [a, b]
, = 1 b

le réel f = ﬂfa f(x)dx

4) inegalite de la moyenne

Soit f une fonction continue sur |a, b]
Sim< f'(x) < M pour tout
x € [a,b] alors m< f <M

1V) Intégration par parties

U et V deux fonctions dérivables sur |a, b]
U'et V' sont continues sur |a, b]

Ona;(UV) =U'V+VU
Alors V'U = (UV) = U'V

Donc f; V'i(x)U(x)dx

= [ IWUV) (x) — (U'V)(x)]dx
= [ (UV)'(x)dx — [ U'(x)V (x)dx

= [UE@V@]e — [, UV (x)dx
Théoreme

U et V deux fonctions dérivables sur |a, b]

U'et V' sont continues sur [a, b}
Alors ;

f: V' (x)U(x)dx

= [U@V@]q - J, U'()V(x)dx
Exemple

Calculer [ = fogxcos(x)dx

“On pose
{ Ulx)=xalorsU'(x) =1

V'(x) = cos(x) alors V(x) = sin(x)

2 ‘o
[ = [U@V@))? - f U () (x)dx

0
= [xsin(x)]g — fog sin(x)dx

g — [—cos(x)]g

= [E sin (E) — 0] — [—cos (E) + cos(0)

2 2 2
..
2
D’ou J2xcos(x)dx = g— 1

eI

V) Calcul d’aires planes

Le plan est muni d’un repere orthogonal
(0,1,]).
I)Définition

Soit f une fonction continue sur |a, b| .
[’aire en u.a de la partie du plan delimitee
par la courbe representative de f,1’axe des
abscisses(0, 1) et les droites d’équations

x = a et x = b est le reel positif

7]f GO dx

2)Définition
Soit f et g deux fonctions continues sur

la, b] .

[’aire en u.a de la partie du plan delimitee
par la courbe representative de t, la courbe
representative de g et les droites
d’¢équations x = aetx =b

est le reel positif f;l f(x)— g(x)'dx

...........
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b !-Illl!'far.

VI)Fonction définie par integrale

1)Theoreme

Soit f une fonction continue sur un
intervalle I et a un réel de 1

La fonction F definie sur [ par

F(x) = f; f(t)dt est la primitive de f sur

I qui1 s’annule en a

2)Corollaire

Soit f une fonction continue sur un
intervalle I et a un réel de 1

Alors la fonction F:x +— f; f(t)dt est

dérivable sur I et pour tout x € I
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